Crpaxutba Paguh

®OPMYNE U3 PEATHUX U KOMMJIEKCHUX ®YHKLIUJA
[Bep3uja 0.8 ogp 26.07.2010.]

KomnnekcHa aHanusa (,KOMMJIEKCHU fie0”)

OCHOBHHM NOJMOBH

»> OCHOBHe orepalyje HaJ KOMIJIEKCHUM GpOjeBH-
Ma (w = u+iv, 2 = x +iy):

Vv Cabupame: @ + 2 = (u+ x) +i(v + )

v Muoxeme ,ckanapom® (peannum 6pojem):
k2% kx+iky, keR

v Muoxeme: © -2 9 (ux — vy) +iluy + vx)

. — def .
v Konjyrosame: Z = x — iy

v Hopua: 2| & /32 + 42

»> Dyukuuja [ je anasumuuka (xoromoppra) y
Tauku 2o € C aKo OHA MMa U3BOI y HEKOj OKOJMHH
Te Tauke. [luwe ce: f € J(2q).

»> [IpecirkaBame

0 7] —
w—wy = —f(zo)(z —20) + —i(zo)(z —Zo)
0z 0z
Ce€ HasuBa MAaHSeHMHUM npeciuKasaroem Cll)yHKHI/I-

je [y Tauku 2.

» Axo mocroju ['(zg) # 0, oHza KaxeMmo na je
npecnuKaBamwe [ KOH@opmMHO Y TauKu 2g. Taja TaH-
FeHTHO MpeCc/UKaBambe uyBa OpPHUjeHTALH]y U YIJIO-
BE.

ENNEMEHTAPHE KOMMNEKCHE ®YHKLUJE

»»> Omneparopu

9 _ l(ﬁ_ii) . 9 _ 1(£+ii)
dz  2\0x Oy 0z  2\0x Oy
ce HasuBajy Kowu-Pumanosum dugepenyujarrum
onepamopuma.

»» dyukuuja [ = u+iv je (C-)nudepenunjabunna
y Tauku 2o € C ako je f Puman-nudepenuujabumHa
y 2o (mocmarpano kao (Rezp,Imzo) € R?), u ako
BaXKH

of B
%(20) =0,

OBo je eKBHBAJIEHTHO Ca:
ou v
a(xo,yo) = 8—y(x0»y0),

ou v
a—y(xo,yo) = —a(xo,yo).

»» Oynkuuja [ je mepomopgra*) y Hekoj obma-
CTH aKO y FbOj HeMa APYTHUX CHHTYJApUTETa OCHUM
M0JI0Ba.

Axo je f mepomopdpHa y C, oHma je 29 = oo
M30JI0BaHW UJIH HEU30JIOBAHHU CHHTYJApPUTET.

e TPAHCNIALIMIA, POTALIMJA U XOMOTETUIA

Hz)=2+4+C, CeC

r(z)=¢%.2, BcR;

h(z)=k-2z, kR
e BUNMHEAPHO MPEC/IMKABAHSE

»> [IpecnkaBame obauKa:

az+b
cz+d’

w(z) = a,b,c,d €R, ad—bc#0,
HasuBa ce buaureaprum npeciukasaroem. OHO je

KOMIIO3MLIMja TPAHCJIALMje, XOMOTeTHje U poTaLHuje:

|B|_ei6

w(z) =4+ R

BunnneapHa npecnukaBarba uyBajy CUMETPH]Y.

*) Tpuku: uépog — NeNMMHYaH, BAOC — 1€0, LopPH — OOJIHK.

o DYHKLUMIA XKYKOBCKOI

XK'(z) # 0 (konpopmuoct) 3a z # +1.
e EKCNOHEHUMIANIHA ®YHKLMIA
e = ex+iy — F _eiy _ eRez . eilmz _
= e*(cosy +isiny) = e* cosy + ie*siny

Cnuka tauke z € C eKCIIOHeHIMjaIHOM (PYHKIIHjOM
je w € C, Takso 1a je |w| = eR¢? a argw = Im 2.



o OYHKUMIA 1/2

Ipema geuuuumju, z- 2 =1=140-i=(1,0), »» [lpaBa Koja ne canpxu tauky (0, 0) ce unpep-
na je oparje 3UjOM IIpec/IMKaBa Ha KPYT KOjU CaJp:KH Tay-
ky (0,0).
1 gei X y x—iy Z
P (XQ +y2’_x2 +y2) T2ty W »> [lpaBa Koja canpxu Tauky (0, 0) ce uHBep3u-
joM mpecsuKaBa Ha camy cebe.
I[a}KJIe, npeCJIHKaBgH:e 1/z je xommosuuuja mu'aep- »» Kpyr koju He canpxku Tauky (0,0) ce uupep-
Suje Yy OLHOCY Ha JEAMHHHYHH KPyT M CHMETpH]e y 3MjOM Tpec/rKaBa Ha KPYr KOjU He CalpxH
OJIHOCY Ha peaJsiHy ocy. rauky (0,0).
Husepsuja y onnocy Ha kpyr k(O, r) je npecau-
KaBame Koje Tauky P cjauka y Tauky P’, Tako na »> Kpyr koju canpxu tauky (0,0) ce unBepsu-
BaXKH joM mpecJ/iMkaBa Ha mpaBy onpelheHy mpeceu-
OP.-OP — r. HHMM Taukama ca Kpyrom k unsepsuje. [Ipurom
ce nyk Koju canpxu (0,0) cauka y moaymnpa-
Hugepsujom ce tauka (0, 0) ciuka y ,,Tauky 0o Be Koje He cajip:ke 0yX onpeheHy npeceyHum
U 0OPHYTO. TauyKaMa Kpyra ca KpyroMm WHBep3Hje.

»»> Cj1Ka Heke 00/1aCTH ejeMeHTapHOM (DYHKIHMjOM MJIM KOMIO3HIHMjOM BHIIE eJeMeHTapHUX (PYHKLH|a ce
onpelyje mpecsrkaBareM KbyuHUX esieMeHarta obmactd (py6a, tauke (0,0), ocTaqnx KapakTepHCTHUHHX
Tauaka, UTi.).

e [1PUMEPK

»> O6sact D = {z eC | Rez € [—a,al,Imz € [—a,al,a > 0} ce (pyHKuMjoM 1/z npecaukasa Ha caenehy
06J1aCT:

Jyxu Koje unHe py6 obsaactv D ce MHBEP3UjOM Yy ONHOCY Ha jelMHUYHU KPYT CJIHKajy y oaromapajyhe

JIYKOBe, KOjU Ce OHJA CJHMKajy CUMETPHUjOM y ONHOCY Ha peaJiHy ocy. Tauke Koje cy yHyTap jeAMHHYHOT

Kpyra ce CJIMKajy y Tadke Koje Cy BaH jeJMHHUYHOT Kpyra W o6pHyTO; moce6Ho, Tauka (0,0) ce cauka y
i

,TauKy 0o“, 1ok ce Hp. Tauka (a,a) cauka y Tauky (5, —5-).

» O6nact D= {z € C|Rez >a,Imz > b;a,b > 0} ce Qpynkuujom 1/z npecnkasa Ha cienehly obmacr:

Im Im

A A

. . . . a b
Kapakrepuctuuna je Tauka (a, b) Koja ce MHBEP3HjOM y OHOCY Ha jeAMHUUHH KPYT CJAHKA Yy TauKy (a2—+b2 m)

: a b
OHa ce 3aTHM CHMETPHjOM y OJHOCY Ha peajiHy OCy CJIHKA y TauKy (a2—+b2 —m).



e DYHKLMIA j—jr: (MOCEBAH CNYYAJ BUJIMHEAPHE ®YHKLMJE)

»> OBa (yHKLHja ce MOXKe NPelICTaBUTH Kao KOMIO3HLUja:

o) =2y A 2 e o))
Z+1 Z2+1 Z2+1
w(2) =z +1,
wy(w)) = 1/wy,
w3(wp) = 2672 - wy,
wy(ws) =1 + w3,

e [1PUMEP

Topwa monypasan, HT = {z € C | Imz > 0}, npecaukasa ce QyHKIKjOM i—jr: Ha jeIUHHYHH OUCK A =
{zeC||z| < 1}.

Im

Mowrto je £ - 25 = 1, pynkumja ws(z) = £ je unseps pyrkuuje . 3ato oHa ciuka HT y KoMILIeMeHT
jemuunusor aucka A, ckyn C\ A ={z e C||z| > 1}.



PA3BOJHA

e JIOPAHOB PE[,
Hexa je f(z) = -, a € C. OBa dynxuuja je xo-

z—a’
ngomoppHa y C\ {a}, Kao KOJUYHKUK XOJIOMOPHHUX
(yHKLH]a.

Hben ocrarak (pesuayym) y Tauku a je
Res[(z) = lim(z — a)f(z) = 1.
zZ=a Z2—a
AKo je Heka KOHauHa Tauka CHHTYJIapUTET (PYHKIH-

je [, oHIa ce oHA MOXKe CBYIA OCHM y OKOJHMHH TOT
CUHIyJIapUTeTa Pa3BUTH Y pej

—+oo

f(z) = Z an(z —20)", z0€ CJ [JTopanos pen]

n=—oo

Axo je Tauka a:

>> (OTKJIOWHB CHHrydapuTet, | 1. 3 lim f(z2) <
z2—29

400, OHOA je (yHKLHja XoJ0MOp(HA mocje
noneuHucamwa y 2o. [lputom je a_, = 0,
Vn € N, 1j. pyukuuja je jennaka TejmopoBom
peny.

MHTErPAJ1 KOMNNEKCHE ®YHKLUJE

» (most pena n, | Tj. Baxku lim f(z) = oo, onna
Z2—20

jea_, =0,n>kua_, #0, 1. pyHruHja
ce MOxe pasBuTh y JlopaHoB pex:

oo

[() =" anlz—z0)"

n=—~k

> [eceHLll/Ija.HHI/I CI/II-II‘y.HapI/ITET,j 1i. P lim f(2),
Z2—20

oHza je a_, # 0, n € N, u dynkuuja ce mo-
’Ke pa3BuTH y JlopaHoB pen:

oo

[)= )" anlz—20)".

n=—o0

»> JlopaHoB pen ce cBopgu Ha PypujeoB cMeHOM

2= eniw

e PE3WIYYM (OCTATAK)

»> Pe3udyym je BPEAHOCT KPHUBOJUHHjCKOT HHTe-
rpajsa MepoMop(He (QyHKLHje Ay>K NyTame Koja
00yxBaTa jefaH eH CHHTYNapUTeT:

Y je TO3UTUB-
HO OpHjeHTHCa-
Ha 4 obyxBaTa

CHUHTYJIapUTET C.

[geff(z) — 5 [ H2) 2
- Y

»> Axo je zo ost pena k GyHkUHje f, oHAA je

, 1
Resf(2) = lim &=

» Ako je f = g/h, glzg) # 0, h(zy) = O,
h'(zg) # 0, 1j. 2o je mon mpBor pena GpyHKUMje [,

oHJa
[Res [(z) = g(zo)

=29 B h/(ZO).

[(z — 20)"f(2)]*D. ’

e OCHOBHM METO[ M3PAYYHABAHA UHTEMPAJNIA

Heka je v : z = z(t), t € [o, B] Henpekumno aude-
peHILMjabuIHY MyT, ¥ Heka je [ HermpekuaHa (hyHK-
nuja Ha y. Tana je

B
(2)dz = (2(8)) 2'(2) dt.
/Yfz z /(sz z

Axo f uspasumo Kao [ = u +iv, u dz = dx +idy,
Guhe:

/f(z)dz:/udx—vdy+i/vdx+udy.
¥ ¥ ¥

o KOLUMIEBA MHTEFPAJIHA TEOPEMA (KMUT)

Heka je 'y 3aTBOpeHM MyT KOjH MOXKe Jia Ce Herpe-
KMIHO mehopMHUlIe y Tauky, U Heka je [ € (D).

Tana je
/ f(z)dz = 0.
v

o KOLUMJEBA MHTETPAJIHA ®OPMYJIA (KUD)
Hexka je f € (D), f € €(D), v nexa je D opujen-
THCaHa TpaHMLIA KOja Ce CacToju of KOHauHor 6poja
HernpeKUIHUX KpUBUX. Tajna Baxu:

zeD,

z¢D.

RGO
ﬁ/agé—zdz_{O,

e KOLLMJEBA TEOPEMA O PE3WAYYMY (,,KOLLMIEB PA-
YYH OCTATAKA®“ — KPO)

Heka je [ € (D \ {a,...,a,}), tne ¢y ay, ...,
a, € D, vexa je f € €(D\ {ai,...,a,}), u Hexa
je 0D opujeHTHCaHa rpaHHLa Koja Ce CacTOjHU Of
KOHayHoOI Opoja HelmpeKUIHUX KpUBHX. Taza:

/8D f(2)dz = 2mi - ; B:eask f(2).




o YXOPIAHOBE JIEME

Jlema 1. Heka je [ € #(D\ {ai,...,a,}), ede je
D={z|a<arg(z—a) <P}, ua,..., a, €D.
Axo je
lim (z — a)f(z) = A4,
onda
lim [2)dz=1i-A(B — o),
R—o0 Cr

2de je Cp={z||lz—a] =R} u o < arg(z —a) <
3.

Jlema 2. Hexa sasce ycrosu nreme 1.

Axo je
lim(z — a)f(z) = B,

zZ—a

oxda

m/CRf(z)dz:i-B(fs—oc).

Jlema 3. Hexa je [ € (D), ede je D = {z |
Im(z) > 0}, f(z) = ei%g(2).

Axo je
lim g(z) =0,
{ lim max |g(Re®)| =0,
R—o0 9€[0,7t]
oHoa
lim g(2) - e dz =0,
R—o00 Cr

3a csako a > 0, npu uemy je Cp = {z | |2| =
R, 0 <argz < m}.

MPUHLUUM APIT'YMEHTA

o [TOCTYNAK PELLABAHA UHTETPAJIA NMPEKO KPO
»> Onpenu ce MapHOCT MOAMHTErpajiHe (QyHKIH-
je [(2). Ako je ona npuMeyje ce KOH-
Typa Yg,. (03HauaBa ce u ca I' uau C)*):

Im

Axo ¢ymkumnja [(z) (Huje napna,| mpumemyje ce

KOHTYpa YR **): Im

»» Onpene ce cunrynaputetd Qpynkuuje f(z). Ilo-
CMaTpajy ce OHH CHHTYJApUTETH Koju cy obyxBafie-
HU KOHTYPOM Y.

»» Mckopuctu ce KPO, unTerpas ce pactaBu Ha MH-
Terpase 1o JeJOBHMa KOHTYpe Y, a OHJa Ce HHTe-
rpaj mo gy.uma Jo0Hja MpeKo OCTAJUX MO3HATHX
uHTerpasna. Murerpan [ = fy ce no6uja pauyHarbeM
pesupyyma, uHTerpan lp = fCR ce o6UuUHO mo6Hja
napametpusaiujom z = Rel’ u MajopupareM, HHTe-
rpan [, = fCE npuMeHoM 2KopaaHoBe JieMe.

»» [IprMeHOM I'paHHUYHOT Ipoleca Rli_)r&) Ha HMHTe-

e—+0
rpaji 1o Ay>KuMa ce n00Hja TpaXKeHH peasiHH UHTe-

rpan [ —Ig — 1.

e JIOTAPUTAMCKN PE3UAYYM

Axo je z = a HyJa, MO WM €CEHIMjaTHU CHHTY-
JaputeT QyHKUHje [, OHIa je 2 = a CHUHTyJapuUTeT
(byHKIH]e % Tana vma cmucsa pauyHaTH JiorapH-
TaMCKH Pe3UAYYM Y HYJIH.

»> AKo je z = a HyJsa pena n QyHKUHje f, oHIa je

['(2)
Res—/— =n
z=a [(2)
»> AKo je z = a moJa pena n GyHKuuje f, oHna je
['(2)
Res — = —n.
z=a f(2)

e [IPMHLIMN APTYMEHTA

»> Axo je f mepomopdHa y obmnactu D u G € D,
npu uemy je 0D HempeKHIHA KpUBa, ¥ [ HeMa HyJia

*) TlomynapHo HasBaHa ,,CJOHUE".
**) Tlomy/sapHo Ha3BaHa , KapHeKc".

HU 110JioBa Ha 0D, oHna

"(2) .
[agﬂ—z)dZ—QT[l(N—P)J

rae je N 6poj nyna pyukuuje f(z) y obnactu G, u
CBakKa HyJa ce pauyHa R myTa, rae je k mweH pen, P
je 6poj mosoBa dyHkuuje f y obaactu G, a cBaku
T0J ce pauyHa 7 MyTa, IJie je 1 IEeroB pel.

Teopema Pymea. Heka je D C C oepanuue-
Ha obaacm uuja je epaHuya eAamKa 3ameopeHa
Kopoanosa kpusa. Axo cy f, g € #(D), u axo
je |[(2)| > |g(2)|, z € D, mada [ u [+ g umajy
ucmu 6poj nyara y obaacmu D.




MHTETPALIMJA PEANTHUX ®YHKLUHUJA (OCHOBHU TUMOBU UHTETPAJIA)

27
e TuM 1: [ R(sin ¢, cost) dj
0

Cmena: z = e, ¢t € [0, 2], dt = &;

iz’

= [ b )

t € [0, 2m]

. it
v:z=-¢",

+oo
e Tun 2: / R(x) dx

On wuHTepeca je cayuaj Kaga R HHje HCKJbYYHBO
HerapHa.

Kopuctu ce, wHmp., KopnmaHoa Jjema 1:
lim zR(z) = 0, na je Rlim fCR R(z)dz = 0. Ha-

|z]—o0
Jbe ce npumeHoM KolujeBe TeopeMe 0 pesuayyMmy
nobuja

/+oo R(2)dz = 2mi Z B:ESR(Z)'

— 00

+oo
e Tun 3: / R(x) dx
0

»> Ako je R mapHa, HHTerpaJ ce CBOAH Ha THI 2.

Ima>0

»> Muaue, R He cMe jga uMa nosose Ha RT =
[0, +00).

Wneja: npuMeHHTH TeopeMy 0 36MpY pesuayyma Ha
nomohny ¢ynkuujy: f(z) = R(z)Inz (xoja je me-
pomopdHa y = C\ [0, +c0), rue je Im(lnz) =
argz € [0, 2m)).

3a mane ¢, A > 0 u Benuxo r, gobujamo (R =

Pn/Qm)
/ R(z2)dz = 2mi Z ResR(2) Inz.
—Ya,r‘h a

Q(a)=0
3a ¢ukcupane ¢, r > 0 Baxu:

lim R(2)Inz = R(x) In x,
h—+0 PaBHOMEPHO

0

Imz>0
n
h1—1>T-O R(2)Inz =R(x)(Inx +2mi). [ , < [e, r].

Imz<0

[Tpumenom 2KoppanoBux sema | u 2 pobujamo 3a
S={zeC*|0<argz < 2m}:

[=— ZResR(z) Inz.

“+o0
o Tun 4: [/ R(x)x *dx, o e (0, la
0

» Ako je R paunoHasHa (yHKLHja 6e3 MOJOBa,

‘ l‘im zR(z) = 0, 1j. ako je R obauka %, Tana je
Z|—00 n

n<m-—1.

WUnrerpuie ce pynkuuja f(z) = %, rae je g(z) =

2% = e*"Z ca uz6opom In kao y tuny 3. Jobuja
ce
7Terrioc

Ion=—"=S  S= ) Resfl2).

sin(7ter) oo

»> Ako je R mapHa, oHma ce [, MOXe H3padyyHa-
TH TIpeko 36upa pesunyyma (QyHKUHje [ y TOpHOj
nosypaBHu H:

I cos? (oc-g) =—nImST,

+oo
e Tun 5: / R(x)Inxdx
0

R je pauuwonanHa QyHkuuja 6e3
lim xR(x) = 0.

X—00

S je 36up pes. y H'.

[10J10Ba,

»> Ako R HMje napHa, MHTerpuie ce (yHKIH]a
f(z) = R(2)(In 2)?, arg z € (0, 27).

» Axo R jecte mapHa, uHTerpuiue ce (QyHKIIH-
ja [(z) = R(2) - A(2), rne je h(z) rpana soraputma
Je(puHUCaHa ca



Teopuja mepe u oneparopa (,,peanHu geo)

UHTEIPAJ1 HA MEPJbUBOM NMPOCTOPY

e KOHBEPTEHLMIA UHTETPANIA

Teopema o MOHOTOHOj KOHBepreHUHjH.  He-
ka je (X,.#,u) npocmop ca mepom, u Heka je
fr : X — R moHomono pacmyhu HU3 ROZUMUBHUX
@ynrkyuja, mj. 0 < f, < foq1. Tada

vreR @Tm/){fndu:/xnmm,y

Jlema ®Parya. Hexa je (X, /) npocmop ca me-
pom u {f,} nus nosumusnux ¢ynxyuja f, : X — R
(f. = 0). Tada

it e [

Axo je f;(x) = g,(x) = inf fv(x), onda je gn < [n

u
/gndug/fndw
X X

Teopema o noMHHaHTHOj KOHBepreHUHju. He-
xa je (X, 4, ) npocmop ca mepom, u nexa je {f,}
Hus ¢pynkyuja [, : X — C xoju 3a csarko x € X
Kousepeupa Ka gyukyuju f. Ako nocmoju Qymk-
yuja g Koja je Jlebee-unmeepabuina Ha X, maxksa
da

VvneNVvVreX |f.(x)| <glx),
oroa
[ oo
u

ELETOO/andU:/XnETOO[Inde’

Teopema Jlesuja. Heka je (X,.#,u) npocmop
ca mepom u {f,} nus ¢ynxyuja [, : X — C. Axo

e
“+o0
> [ lldu <+
n=1"7%

onda ped > [.(x) xonsepeupa cxopo csyda (mj.
CKYn ma4aka y Kojuma He KOHEepaupa je w—mepe

HYAQ), U
+oo “+o0
adp = n dLL.
;/Xf m /X;f uj

e MPUMEHA TIK KOL WM3PAYYHABAHA TPAHWUYHMX
BPEJHOCTU WHTETPANA

»> [Iponalje ce domunanma uuza {f,}: dyHKuUH-
ja g, takBa ma je |f,| < g, v npoBepu ce ga Ju je
OHa Mep/pusa, a OHIA U Ja JIM 3a0BOJbaBa OCTaje
ycqoBe THK: na siu je JleGer-unrerpaduina.

(McnuTuBame m-uHTErpaGUIHOCTH)

»> AKO je Mep/bMBa W HEHeraTWBHa, g le-

dunnme mepy @(E) = [ g(x) dm.

»> dopmupa ce MOHOTOHH HH3 CKYIO-

Ba {An}nen, TakaB na je |J A, = A, u

neN

nocmatpa lim @(A4,). Towrto je dyHk-
. ﬂ_>+oo . .

uMja @ Mepa, OHa je O-aAMTHBHA, Ma je

3a MOHOTOHM HH3 MepJbUBHX cKynoBa {A,}

Ta rpaHMYHa BpenHocT jenHaka @(A), ona-

KJe ce Ha OCHOBY AeuHHIMje @ 100Hja

lim [, glx)dm = nEToo S, e(x)dm.

n——+oo

»> CermeHT A, je KoHayaH, ma je (YyHK-
uMja g Ha meMy PumaH-uHTerpabuJHa,
a onatne u JleGer-unrerpabunna. Ilakse,
Jo gdm= [, gdx.

»> 3060 jeAHHCTBEHOCTH I'PaHUYHE BpPEX-
HocTH, M3 @(A,) P @(A) cnenn g €

»» [Tomto ce T/IK moxke mpuMeHUTH, HeHOM MpHU-

MeHOM fo0HjamMo lim = lim .
2 ] n—>+oofA fA n——4oo



M3BOPU

[1]

(2]

[3]
[4]
[5]

6]
[7]
(8]

Beneiike ca npenasama u3 Teopuje peasHHX W KOMIJIEKCHUX (yHKUHMja (,KOMIUIEKCHH 1e0“) KOJI
npod. Muposbyba Jerruha

Ckpunrta U3 ,peassor aena“ Teopuje peaslHHUX ¥ KOMIIEKCHUX (YHKUHja of npod. Muonpara Mare-
JbeBuha

Jparomy6 Keuxuh: Anasusa 3: 36upka szadamaxa, CUA ,Keukuhi“, 2005.
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