
Страхиња Радић

ФОРМУЛЕ ИЗ РЕАЛНИХ И КОМПЛЕКСНИХ ФУНКЦИJА

[верзиjа 0.8 од 26.07.2010.]

Комплексна анализа (
”
комплексни део“)

ОСНОВНИ ПОJМОВИ

xx Основне операциjе над комплексним броjеви-
ма (w = u + iv, z = x + iy):

H Сабирање: w + z
def
= (u + x) + i(v + y)

H Множење
”
скаларом“ (реалним броjем):

k · z
def
= kx + iky, k ∈ R

H Множење: w · z
def
= (ux− vy) + i(uy + vx)

H Конjуговање: z
def
= x− iy

H Норма: |z|
def
=

√

x2 + y2

xx Функциjа f jе аналитичка (холоморфна) у
тачки z0 ∈ C ако она има извод у некоj околини
те тачке. Пише се: f ∈ H (z0).

xx Пресликавање

w− w0 =
∂f

∂z
(z0)(z− z0) +

∂f

∂z
(z0)(z− z0)

се назива тангентним пресликавањ ем функци-
jе f у тачки z0.

xx Ако постоjи f′(z0) 6= 0, онда кажемо да jе
пресликавање f конформно у тачки z0. Тада тан-
гентно пресликавање чува ориjентациjу и угло-
ве.

xx Оператори

∂

∂z
=

1

2

(

∂

∂x
− i

∂

∂y

)

и
∂

∂z
=

1

2

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

се називаjу Коши-Римановим диференциjалним
операторима.

xx Функциjа f = u+ iv jе (C–)диференциjабилна
у тачки z0 ∈ C ако jе f Риман-диференциjабилна
у z0 (посматрано као (Re z0, Im z0) ∈ R2), и ако
важи

∂f

∂z
(z0) = 0,

Ово jе еквивалентно са:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −

∂v

∂x
(x0, y0).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xx Функциjа f jе мероморфна∗) у некоj обла-
сти ако у њоj нема других сингуларитета осим
полова.

Ако jе f мероморфна у C, онда jе z0 = ∞
изоловани или неизоловани сингуларитет.

ЕЛЕМЕНТАРНЕ КОМПЛЕКСНЕ ФУНКЦИJЕ

• ТРАНСЛАЦИJА, РОТАЦИJА И ХОМОТЕТИJА

t(z) = z + C, C ∈ C;

r(z) = eiθ · z, θ ∈ R;

h(z) = k · z, k ∈ R.

• БИЛИНЕАРНО ПРЕСЛИКАВАЊЕ

xx Пресликавање облика:

w(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0,

назива се билинеарним пресликавањ ем. Оно jе
композициjа транслациjе, хомотетиjе и ротациjе:

w(z) = A +
|B| · eiθ

z + C
.

Билинеарна пресликавања чуваjу симетриjу.

• ФУНКЦИJА ЖУКОВСКОГ

Ж(z)
def
=

1

2

(

z +
1

z

)

Ж′(z) =
1

2

(

1−
1

z2

)

,

Ж′(z) 6= 0 (конформност) за z 6= ±1.

• ЕКСПОНЕНЦИJАЛНА ФУНКЦИJА

ez = ex+iy
= ex · eiy = eRe z · ei Im z

=

= ex(cos y + i sin y) = ex cos y + iex sin y

Слика тачке z ∈ C експоненциjалном функциjом
jе w ∈ C, такво да jе |w| = eRe z а argw = Im z.

∗) Грчки: mèroc — делимичан, íloc — цео, morf  — облик.
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• ФУНКЦИJА 1/z

Према дефинициjи, z · 1
z = 1 = 1 + 0 · i = (1, 0),

па jе одатле

1

z
def
=

( x

x2 + y2
,−

y

x2 + y2

)

=
x− iy

x2 + y2
=

z

|z|2
.

Дакле, пресликавање 1/z jе композициjа инвер-
зиjе у односу на jединични круг и симетриjе у
односу на реалну осу.

Инверзиjа у односу на круг k(O, r) jе пресли-
кавање коjе тачку P слика у тачку P′, тако да
важи

OP · OP′
= r.

Инверзиjом се тачка (0, 0) слика у
”
тачку ∞“

и обрнуто.

xx Права коjа не садржи тачку (0, 0) се инвер-
зиjом пресликава на круг коjи садржи тач-
ку (0, 0).

xx Права коjа садржи тачку (0, 0) се инверзи-
jом пресликава на саму себе.

xx Круг коjи не садржи тачку (0, 0) се инвер-
зиjом пресликава на круг коjи не садржи
тачку (0, 0).

xx Круг коjи садржи тачку (0, 0) се инверзи-
jом пресликава на праву одређену пресеч-
ним тачкама са кругом k инверзиjе. Притом
се лук коjи садржи (0, 0) слика у полупра-
ве коjе не садрже дуж одређену пресечним
тачкама круга са кругом инверзиjе.

�

�

�

�

xx Слика неке области елементарном функциjом или композициjом више елементарних функциjа се
одређуjе пресликавањем кључних елемената области (руба, тачке (0, 0), осталих карактеристичних
тачака, итд.).

• ПРИМЕРИ

xx Област D =
{

z ∈ C
∣

∣ Re z ∈ [−a, a], Im z ∈ [−a, a], a > 0
}

се функциjом 1/z пресликава на следећу
област:

Re

Im

−a a

−a

a

−1 1

−1

1

1/z

Re

Im

− 1
2a

1
2a− 1

2a

1
2a

−1 1

−1

1

Дужи коjе чине руб области D се инверзиjом у односу на jединични круг сликаjу у одговараjуће
лукове, коjи се онда сликаjу симетриjом у односу на реалну осу. Тачке коjе су унутар jединичног
круга се сликаjу у тачке коjе су ван jединичног круга и обрнуто; посебно, тачка (0, 0) се слика у

”
тачку ∞“, док се нпр. тачка (a, a) слика у тачку

(

1
2a ,−

1
2a

)

.

xx Област D =
{

z ∈ C
∣

∣ Re z > a, Im z > b; a, b > 0
}

се функциjом 1/z пресликава на следећу област:

Re

Im

a

b

−1 1

−1

1

1/z
Re

Im

a
a2+b2

− b
a2+b2

−1 1

−1

1

Карактеристична jе тачка (a, b) коjа се инверзиjом у односу на jединични круг слика у тачку
(

a
a2+b2

, b
a2+b2

)

.

Она се затим симетриjом у односу на реалну осу слика у тачку
(

a
a2+b2

,− b
a2+b2

)

.
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• ФУНКЦИJА
z−i
z+i

(ПОСЕБАН СЛУЧАJ БИЛИНЕАРНЕ ФУНКЦИJЕ)

xx Ова функциjа се може представити као композициjа:

w(z) =
z− i

z + i
= 1 +

2i

z + i
= 1 +

2eiπ/2

z + i
= (w4 ◦ w3 ◦ w2 ◦ w1)(z),

w1(z) = z + i,

w2(w1) = 1/w1,

w3(w2) = 2eiπ/2 · w2,

w4(w3) = 1 + w3,

• ПРИМЕР

Горња полураван, H+ = {z ∈ C | Im z > 0}, пресликава се функциjом z−i
z+i

на jединични диск ∆ =

{z ∈ C | |z| < 1}.

Re

Im

−1 1

−1

1

z−i
z+i

Re

Im

−1 1

−1

1

Пошто jе z−i
z+i

· z+i
z−i

= 1, функциjа w2(z) = z+i
z−i

jе инверз функциjе w. Зато она слика H+ у комплемент

jединичног диска ∆, скуп C \ ∆ = {z ∈ C | |z| > 1}.
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РАЗВОJИ

• ЛОРАНОВ РЕД

Нека jе f(z) = 1
z−a , a ∈ C. Ова функциjа jе хо-

ломорфна у C \ {a}, као количник холоморфних
функциjа.

Њен остатак (резидуум) у тачки a jе

Res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z− a)f(z) = 1.

Ако jе нека коначна тачка сингуларитет функци-
jе f, онда се она може свуда осим у околини тог
сингуларитета развити у ред
�

�

�



f(z) =

+∞
∑

n=−∞

an(z− z0)
n, z0 ∈ C. [Лоранов ред]

Ако jе тачка a:

xx

�
�

�
�отклоњив сингуларитет, тj. ∃ lim

z→z0
f(z) <

+∞, онда jе функциjа холоморфна после
додефинисања у z0. Притом jе a−n = 0,
∀n ∈ N, тj. функциjа jе jеднака Теjлоровом
реду.

xx

�
�

�
�пол реда n, тj. важи lim

z→z0
f(z) = ∞, онда

jе a−n = 0, n > k и a−k 6= 0, тj. функциjа
се може развити у Лоранов ред:

f(z) =

∞
∑

n=−k

an(z− z0)
n.

xx

�
�

�
�есенциjални сингуларитет, тj. @ lim

z→z0
f(z),

онда jе a−n 6= 0, n ∈ N, и функциjа се мо-
же развити у Лоранов ред:

f(z) =

∞
∑

n=−∞

an(z− z0)
n.

xx Лоранов ред се своди на Фуриjеов сменом
z = eπiw.

ИНТЕГРАЛ КОМПЛЕКСНЕ ФУНКЦИJЕ

• РЕЗИДУУМ (ОСТАТАК)

xx Резидуум jе вредност криволиниjског инте-
грала мероморфне функциjе дуж путање коjа
обухвата jедан њен сингуларитет:

�

�

�



Res
z=c

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(z) dz,

γ jе позитив-
но ориjентиса-
на и обухвата
сингуларитет c.

xx Ако jе z0 пол реда k функциjе f, онда jе�




�

	
Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

1

(k− 1)!
[(z− z0)

kf(z)](k−1).

xx Ако jе f = g/h, g(z0) 6= 0, h(z0) = 0,
h′(z0) 6= 0, тj. z0 jе пол првог реда функциjе f,
онда �




�

	
Res
z=z0

f(z) =
g(z0)

h′(z0)
.

• ОСНОВНИ МЕТОД ИЗРАЧУНАВАЊА ИНТЕГРАЛА

Нека jе γ : z = z(t), t ∈ [α,β] непрекидно дифе-
ренциjабилни пут, и нека jе f непрекидна функ-
циjа на γ. Тада jе

∫

γ

f(z) dz =

∫ β

α

f(z(t)) z′(t) dt.

Ако f изразимо као f = u + iv, и dz = dx + i dy,
биће:

∫

γ

f(z) dz =

∫

γ

u dx− v dy + i

∫

γ

v dx + u dy.

• КОШИJЕВА ИНТЕГРАЛНА ТЕОРЕМА (КИТ)

Нека jе γ затворени пут коjи може да се непре-
кидно деформише у тачку, и нека jе f ∈ H (D).
Тада jе �

�

�




∫

γ

f(z) dz = 0.

• КОШИJЕВА ИНТЕГРАЛНА ФОРМУЛА (КИФ)

Нека jе f ∈ H (D), f ∈ C (D), и нека jе ∂D ориjен-
тисана граница коjа се састоjи од коначног броjа
непрекидних кривих. Тада важи:

�

�

�



1

2πi

∫

∂D

f(ξ)

ξ − z
dz =

{

f(z), z ∈ D,

0, z 6∈ D.

• КОШИJЕВА ТЕОРЕМА О РЕЗИДУУМУ (
”
КОШИJЕВ РА-

ЧУН ОСТАТАКА“ — КРО)

Нека jе f ∈ H (D \ {a1, . . . , an}), где су a1, . . . ,
an ∈ D, нека jе f ∈ C (D \ {a1, . . . , an}), и нека
jе ∂D ориjентисана граница коjа се састоjи од
коначног броjа непрекидних кривих. Тада:

�

�

�




∫

∂D
f(z) dz = 2πi ·

n
∑

k=1

Res
z=ak

f(z).
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• ЖОРДАНОВЕ ЛЕМЕ

Лема 1. Нека jе f ∈ H (D \ {a1, . . . , an}), где jе
D = {z | α < arg(z− a) < β}, и a1, . . . , an ∈ D.

Ако jе
lim
z→∞

(z− a)f(z) = A,

онда

lim
R→∞

∫

CR

f(z) dz = i · A(β − α),

где jе CR = {z | |z− a| = R} и α < arg(z− a) <

β.
Лема 2. Нека важе услови леме 1.

Ако jе
lim
z→a

(z− a)f(z) = B,

онда

lim
R→0

∫

CR

f(z) dz = i · B(β − α).

Лема 3. Нека jе f ∈ H (D), где jе D = {z |
Im(z) > 0}, f(z) = eiazg(z).

Ако jе
lim
z→∞

g(z) = 0,

[

lim
R→∞

max
θ∈[0,π]

∣

∣g(Reiθ)
∣

∣ = 0,

]

онда

lim
R→∞

∫

CR

g(z) · eiaz dz = 0,

за свако a > 0, при чему jе CR = {z | |z| =

R, 0 < arg z < π}.

• ПОСТУПАК РЕШАВАЊА ИНТЕГРАЛА ПРЕКО КРО

xx Одреди се парност подинтегралне функци-
jе f(z). Ако jе она

�
�

�
�парна, примењуjе се кон-

тура γR,ε (означава се и са Γ или C)∗):

γ

−R R−ε ε Re

Im

Ако функциjа f(z)
�
�

�
�ниjе парна, примењуjе се

контура γR,ε
∗∗):

ε−ε R−R

γ

Re

Im

xx Одреде се сингуларитети функциjе f(z). По-
сматраjу се они сингуларитети коjи су обухваће-
ни контуром γ.
xx Искористи се КРО, интеграл се растави на ин-
теграле по деловима контуре γ, а онда се инте-
грал по дужима добиjа преко осталих познатих
интеграла. Интеграл I =

∫

γ
се добиjа рачунањем

резидуума, интеграл IR =
∫

CR
се обично добиjа

параметризациjом z = Reit и маjорирањем, инте-
грал Iε =

∫

Cε

применом Жорданове леме.
xx Применом граничног процеса lim

R→∞
ε→+0

на инте-

грал по дужима се добиjа тражени реални инте-
грал I − IR − Iε.

ПРИНЦИП АРГУМЕНТА

• ЛОГАРИТАМСКИ РЕЗИДУУМ

Ако jе z = a нула, пол или есенциjални сингу-
ларитет функциjе f, онда jе z = a сингуларитет

функциjе f′

f . Тада има смисла рачунати логари-
тамски резидуум у нули.
xx Ако jе z = a нула реда n функциjе f, онда jе

Res
z=a

f′(z)

f(z)
= n.

xx Ако jе z = a пол реда n функциjе f, онда jе

Res
z=a

f′(z)

f(z)
= −n.

• ПРИНЦИП АРГУМЕНТА

xx Ако jе f мероморфна у области D и G b D,
при чему jе ∂D непрекидна крива, и f нема нула

ни полова на ∂D, онда
�

�

�




∫

∂G

f′(z)

f(z)
dz = 2πi · (N − P),

где jе N броj нула функциjе f(z) у области G, и
свака нула се рачуна k пута, где jе k њен ред, P
jе броj полова функциjе f у области G, а сваки
пол се рачуна n пута, где jе n његов ред.

Теорема Рушеа. Нека jе D ⊂ C ограниче-
на област чиjа jе граница глатка затворена
Жорданова крива. Ако су f, g ∈ H (D), и ако
jе |f(z)| > |g(z)|, z ∈ ∂D, тада f и f + g имаjу
исти броj нула у области D.

∗) Популарно названа
”
слонче“.

∗∗) Популарно названа
”
карнекс“.
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ИНТЕГРАЦИJА РЕАЛНИХ ФУНКЦИJА (ОСНОВНИ ТИПОВИ ИНТЕГРАЛА)

• ТИП 1:

�

�

�




∫ 2π

0
R(sin t, cos t) dt

Смена: z = eit, t ∈ [0, 2π], dt = dz
iz ;

I =

∫

γ

R

(

1

2i

(

z−
1

z

)

,
1

2

(

z +
1

z

)

)

dz

iz
,

γ : z = eit, t ∈ [0, 2π]

• ТИП 2:

�

�

�




∫ +∞

−∞

R(x) dx

Од интереса jе случаj када R ниjе искључиво
непарна.

Користи се, нпр., Жорданова лема 1:
lim

|z|→∞
zR(z) = 0, па jе lim

R→∞

∫

CR
R(z) dz = 0. Да-

ље се применом Кошиjеве теореме о резидууму
добиjа

∫ +∞

−∞

R(z) dz = 2πi
∑

Im a>0

Res
z=a

R(z).

• ТИП 3:

�

�

�




∫ +∞

0
R(x) dx

xx Ако jе R парна, интеграл се своди на тип 2.

xx Иначе, R не сме да има полове на R+ =

[0,+∞).

Идеjа: применити теорему о збиру резидуума на
помоћну функциjу: f(z) = R(z) ln z (коjа jе ме-
роморфна у Ω = C \ [0,+∞), где jе Im(ln z) =

arg z ∈ [0, 2π)).
За мале ε, h > 0 и велико r, добиjамо (R =

Pn/Qm)
∫

γε,r,h

R(z) dz = 2πi
∑

Q(a)=0

Res
a

R(z) ln z.

За фиксиране ε, r > 0 важи:

lim
h→+0
Im z>0

R(z) ln z = R(x) ln x,

lim
h→+0
Im z<0

R(z) ln z = R(x)(ln x + 2πi).















равномерно
по
x ∈ [ε, r].

Применом Жорданових лема 1 и 2 добиjамо за
S = {z ∈ C∗ | 0 < arg z < 2π}:

I = −
∑

a

Res
a

R(z) ln z.

• ТИП 4:

�

�

�




∫ +∞

0
R(x)x−α dx, α ∈ (0, 1)

xx Ако jе R рационална функциjа без полова,
lim

|z|→∞
zR(z) = 0, тj. ако jе R облика Pn

Qn
, тада jе

n 6 m− 1.

Интегрише се функциjа f(z) = R(z)
g(z)

, где jе g(z) =

zα = eα ln z, са избором ln као у типу 3. Добиjа
се

Iα =
πeπiα

sin(πα)
S, S =

∑

Q(a)=0

Res
z=a

f(z).

xx Ако jе R парна, онда се Iα може израчуна-
ти преко збира резидуума функциjе f у горњоj
полуравни H:

I cos2
(

α·
π

2

)

= −π ImS+, S+ jе збир рез. у H+.

• ТИП 5:

�

�

�




∫ +∞

0
R(x) ln x dx

R jе рационална функциjа без полова,
lim
x→∞

xR(x) = 0.

xx Ако R ниjе парна, интегрише се функциjа
f(z) = R(z)(ln z)2, arg z ∈ (0, 2π).

xx Ако R jесте парна, интегрише се функци-
jа f(z) = R(z) · h(z), где jе h(z) грана логаритма
дефинисана са

h(z) = ln |z| + iϕ, ϕ = arg z ∈
(

−
π

2
,
π

2

)

.
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Теориjа мере и оператора (
”
реални део“)

ИНТЕГРАЛ НА МЕРЉИВОМ ПРОСТОРУ

• КОНВЕРГЕНЦИJА ИНТЕГРАЛА

Теорема о монотоноj конвергенциjи. Не-
ка jе (X,M ,µ) простор са мером, и нека jе
fn : X → R̄ монотоно растући низ позитивних
функциjа, тj. 0 6 fn 6 fn+1. Тада

∀x ∈ R̄

�




�

	
lim

n→+∞

∫

X
fn dµ =

∫

X
lim

n→+∞
fn dµ.

Лема Фатуа. Нека jе (X,M ,µ) простор са ме-
ром и {fn} низ позитивних функциjа fn : X → R̄

(fn > 0). Тада�




�

	
lim inf
n→+∞

∫

X
fn dµ >

∫

X
lim inf
n→+∞

fn dµ.

Ако jе f−n (x) = gn(x) = inf
ν>n

fν(x), онда jе gn 6 fn
и

∫

X
gn dµ 6

∫

X
fn dµ.

Теорема о доминантноj конвергенциjи. Не-
ка jе (X,M ,µ) простор са мером, и нека jе {fn}
низ функциjа fn : X → C коjи за свако x ∈ X
конвергира ка функциjи f. Ако постоjи функ-
циjа g коjа jе Лебег-интеграбилна на X, таква
да

∀n ∈ N ∀x ∈ X |fn(x)| 6 g(x),

онда

lim
n→+∞

∫

X
|fn − f| dµ = 0

и �




�

	
lim

n→+∞

∫

X
fn dµ =

∫

X
lim

n→+∞
fn dµ.

Теорема Левиjа. Нека jе (X,M ,µ) простор
са мером и {fn} низ функциjа fn : X → C. Ако
jе

+∞
∑

n=1

∫

X
|fn| dµ < +∞,

онда ред
∑

fn(x) конвергира скоро свуда (тj.
скуп тачака у коjима не конвергира jе µ–мере
нула), и �

�

�




+∞
∑

n=1

∫

X
fn dµ =

∫

X

+∞
∑

n=1

fn dµ.

• ПРИМЕНА ТДК КОД ИЗРАЧУНАВАЊА ГРАНИЧНИХ

ВРЕДНОСТИ ИНТЕГРАЛА

xx Пронађе се доминанта низа {fn}: функци-
jа g, таква да jе |fn| 6 g, и провери се да ли jе
она мерљива, а онда и да ли задовољава остале
услове ТДК: да ли jе Лебег-интеграбилна.

(Испитивање m-интеграбилности)
xx Ако jе мерљива и ненегативна, g де-
финише меру ϕ(E) =

∫

E g(x) dm.
xx Формира се монотони низ скупо-
ва {An}n∈N, такав да jе

⋃

n∈N

An = A, и

посматра lim
n→+∞

ϕ(An). Пошто jе функ-

циjа ϕ мера, она jе σ-адитивна, па jе
за монотони низ мерљивих скупова {An}
та гранична вредност jеднака ϕ(A), ода-
кле се на основу дефинициjе ϕ добиjа
lim

n→+∞

∫

An
g(x) dm = lim

n→+∞

∫

A g(x) dm.

xx Сегмент An jе коначан, па jе функ-
циjа g на њему Риман-интеграбилна,
а одатле и Лебег-интеграбилна. Дакле,
∫

An
g dm =

∫

An
g dx.

xx Због jединствености граничне вред-
ности, из ϕ(An) −−−−−→

n→+∞
ϕ(A) следи g ∈

L (A).
xx Пошто се ТДК може применити, њеном при-
меном добиjамо lim

n→+∞

∫

A =
∫

A lim
n→+∞

.
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