
Страхиња Радић

ФОРМУЛЕ ИЗ ВЕРОВАТНОЋЕ И СТАТИСТИКЕ

[верзиjа 1.2 од 10.05.2010.]

ОСНОВНЕ ФОРМУЛЕ ИЗРАЧУНАВАЊА ВЕРОВАТНОЋА

�� ��1◦
�
�

�
�

P(A1A2 · · ·An) =
= P(A1)·P(A2|A1) · · ·P(An|A1 · · ·An−1)

[формула множења]

�� ��2◦
�
�

�
�

P(A1 + A2 + . . . + An) =

= p1 − p2 + . . . + (−1)n−1pn,

где jе pk =
n−k+1∑
i1=1
· · ·

n∑
ik=ik−1+1

P(Ai1 · · ·Aik).

[формула сабирања]

�� ��3◦ A ⊂ H1 ∪ . . . ∪ Hn =⇒

=⇒

�
�

�

P(A) =

n∑
k=1

P(Hk) · P(A|Hk)

[формула потпуне вероватноће]�� ��4◦ A ⊂ H1 ∪ . . . ∪ Hn =⇒

=⇒

�
�

�
�

P(Hi|A) =
P(Hi) · P(A|Hi)

n∑
k=1

P(Hk) · P(A|Hk)

[формула Баjеса]

НУМЕРИЧКЕ КАРАКТЕРИСТИКЕ СЛУЧАJНИХ ВЕЛИЧИНА

• МАТЕМАТИЧКО ОЧЕКИВАЊЕ СВ X (СРЕ-

ДЊА/ПРОСЕЧНА ВРЕДНОСТ СВ)

[xk — вредности коjе узима СВ X, pk — вероват-
ноће P{X = xk}]�

�
�

EX def=

n∑
k=1

xkpk

Особине:�� ��1◦ E(aX) = a · EX, a = const�� ��2◦ X, Y независне =⇒
=⇒ E(XY) = EX · EY�� ��3◦ E(X + Y) = EX + EY

• ДИСПЕРЗИJА (РАСПРОСТРАЊЕНОСТ) СВ X�� ��DX def= E(X− EX)2 = EX2 − E2X

Особине:�� ��1◦ Da = 0, a = const�� ��2◦ D(aX) = a2 · DX, a = const�� ��3◦ X, Y независне =⇒
=⇒ D(X + Y) = DX + DY

• СТАНДАРДНА ДЕВИJАЦИJА (ОДСТУПАЊЕ)�� ��σ(X) def=
√

DX =
√

EX2 − E2X

• КОВАРИJАЦИJА�

�

�

�
cov(X,Y) def= E

[
(X− EX)(Y − EY)

]
=

= E(XY)− EX · EY

cov(X,X) def= DX

• КОЕФИЦИJЕНТ КОРЕЛАЦИJЕ[
ξ = X−EX√

DX
, η = Y−EY√

DY

]
;�

�

�

�
ρ(X,Y) def= cov(ξ,η) =

=
E(XY)− EX · EY√

DX ·
√

DY
=

cov(X,Y)
σX · σY
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РАСПОДЕЛЕ СЛУЧАJНИХ ВЕЛИЧИНА

• ДИСКРЕТНЕ СВ�� ��1◦ Хипергеометриjска:�
�

�

P{X = m} =

(M
n

)(N−M
n−m

)(N
n

)
�� ��2◦ Биномна: [X ∼ Bi(n, p)]�
�

�
�

P{X = k} =
(

n
k

)
pkqn−k

EX = np, DX = npq

�� ��3◦ Поасонова: [X ∼ Π(λ)]�
�

�
�

P{X = k} =
λk

k!
e−λ

EX = λ, DX = λ

�� ��4◦ Геометриjска:�
�

�



P{X = k} = (1− p)k−1 · p
EX = 1/p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• АПСОЛУТНО НЕПРЕКИДНЕ СВ�� ��1◦ Равномерна (униформна): [X ∼ R[a, b] ≡
U[a, b]]

f(x) =

{
1

b−a , x ∈ [a, b],

0, x 6∈ [a, b].

F(x) =


0, x < a,
x−a
b−a , x ∈ [a, b],

1, x > b.

EX =
a + b

2
, DX =

(b− a)2

12
.

�� ��2◦ Нормална (Гаусова): [X ∼ N(m,σ2)]�
�

�
�

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 , x > 0;

EX = m, DX = σ2.�� ��3◦ Експоненциjална: [X ∼ E(λ)]�

�

�

�
f(x) =

{
λ

eλx , x > 0,

0, x < 0.

EX = 1/λ, DX = 1/λ2.�� ��4◦ Кошиjева (са параметром α > 0):�



�
	f(x) =

α

π(α2 + x2)
, x > 0

�� ��5◦ Гама-расподела (са параметрима α > 0
и λ > 0):�



�
	f(x) =

Xα−1λαe−λX

Γ
(α), x > 0

Густина расподеле: функциjа f(x), таква да jе�
�

�

F(x) =

∫ x

−∞
f(t) dt = P{X 6 x}.

Своjства:�� ��1◦ f(x) > 0�� ��2◦ ∫∞
−∞ f(t) dt = F(∞) = 1�� ��3◦ P{x1 6 X 6 x2} =

∫ x2

x1
f(t) dt�� ��4◦ F′(x) = f(x)

Очекивање апсолутно непрекидне СВ:�
�

�

EX def=

∫ +∞

−∞
xf(x) dx

Функциjа расподеле стандардне нормалне
СВ (X ∼ N(0, 1)):�
�

�

Φ(y) def=

1√
2π

∫ y

−∞
e−t2/2 dt = Φ

(x−m
σ

)
= F(x)

Функциjа Лапласа:�
�

�

Φ0(y)

def=
1√
2π

∫ y

0
e−t2/2 dt = Φ(y)− 1

2

Особине: �
�

�



Φ0(−y) = −Φ0(y)

Φ(−y) = 1− Φ(y)
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АПРОКСИМАЦИJЕ БИНОМНЕ РАСПОДЕЛЕ

Посматра се EX = np:�� ��1◦ �� ��np < 10 (n → +∞, p → 0, np < +∞) —
Теорема Поасона:'

&

$

%

P{X = k} ≈ λ
k

k!
e−λ

P{a 6 X 6 b} ≈
b∑

k=a

λk

k!
e−λ

[λ = np]

�� ��2◦ �� ��np > 10 (n → +∞, p ∈ (0, 1)) — Теорема
Моавра–Лапласа:�� ��а.) локална:

(
−∞ < a 6 k−np√

npq 6 b < +∞
)

�
�

�

P{X = k} ≈ ϕ(x) =

1√
2πnpq

exp
{
− (k− np)2

2npq

}
�� ��б.) интегрална:�

�

�

�
P{a 6 X 6 b} ≈ 1√

2π

∫ b

a
e−x2/2 dx =

= Φ
(b− np
√

npq

)
− Φ

(a− np
√

npq

)

ГУСТИНА РАСПОДЕЛЕ СЛУЧАJНОГ ВЕКТОРА

Нека jе
y1 = g1(x1, . . . , xn),

...

yn = gn(x1, . . . , xn);

Jg−1
def=
∣∣(xi)′yj

∣∣n
i,j=1 6= 0;

Густина расподеле вероватноће сл.
век. (X1, . . . ,Xn) ∈ A jе функциjа f(x1, . . . , xn) =
fX, таква да jе

�� ��1◦ f(x1, . . . , xn) > 0,�� ��2◦ ∫ +∞

−∞
· · ·
∫ +∞

−∞︸ ︷︷ ︸
n

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 1.

Аналогно, fY (y1, . . . , yn) за (Y1, . . . ,Yn) ∈ B.
Важи:�

�

�

�

P{X ∈ A} =

∫
A

fX(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn =

=

∫
B
fX(x1, . . . , xn) · |Jg−1 | dy1 . . . dyn =

= P{Y ∈ B}

Функциjа расподеле вероватноће сл. век.:�
�

�
�

F(x, y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(t, s) dt ds

f(x, y) = F′′xy(x, y)

Маргиналне густине расподела:�

�

�

�
fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dy

fY (y) =
∫ +∞

−∞
f(x, y) dx

Маргиналне расподеле сл. век.:�

�

�

�
FX(x) = lim

y→+∞
F(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ x

−∞
f(t, s) ds dt

FY (y) = lim
x→+∞

F(x, y) =
∫ +∞

−∞

∫ y

−∞
f(t, s) dt ds
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СЛУЧАJНО ЛУТАЊЕ НА ПРАВОJ

• СИМЕТРИЧНО [p = 1/2]

Xk :
( −1 1

1/2 1/2

)
, Sn = X1 + . . . + Xn, pm

def=

P{Sn = m};�� ��1◦ n = 2m, m ∈ N�
�

�

p2m = P{S2m = 2k} =

(
2m

m + k

)
1

22m�� ��2◦ n = 2m− 1, m ∈ N�
�

�

p2m−1 = P{S2m−1 = 2k− 1} =

(
2m− 1

m + k− 1

)
1

22m−1

• НЕСИМЕТРИЧНО [p 6= 1/2]

Xk :
( −1 1

q p

)
, q def= 1− p;

pn = P{Sk = n} =

{( p
1−p

)n
, 0 6 p < 1

2 ,

1, 1
2 < p 6 1.

qn = P{Sk = −n} =

{( 1−p
p

)n
, 1

2 < p 6 1,

1, 0 6 p < 1
2 .

КАРАКТЕРИСТИЧНЕ ФУНКЦИJЕ

• ОСНОВНИ ПОJМОВИ

Функциjа ϕX : R→ C, дефинисана са�
�

�
�

ϕX(t) = E(eitX) [општи случаj]

=
∫ +∞

−∞
eitX dF(x) [непрекидна СВ]

се назива карактеристичном функциjом СВ X.

Из dF(x) def= f(x) dx следи:�
�

�

ϕ(t) =

∫ +∞

−∞
eitX · f(x) dx.

• МЕТОД КАРАКТЕРИСТИЧНИХ ФУНКЦИJА�
�

�
�

Xn
F−−−−→

n→∞
X =⇒ ϕn(t) −−−−→

n→∞
ϕ(t)

ϕn(t) −−−−→
n→∞

ϕ(t) ∧ϕ ∈ C (0) =⇒ Xn
F−−−−→

n→∞
X

• СВОJСТВА�� ��1◦ ∣∣ϕX(t)
∣∣ 6 ϕX(0) = 1�� ��2◦ ϕX(−t) = ϕX(t)�� ��3◦ ϕ jе равномерно непрекидна по t�� ��4◦ X1, . . . , Xn су независне СВ =⇒

=⇒ ϕX1+...+Xn(t) = ϕX1(t) · · ·ϕXn(t)�� ��5◦ ϕX ≡ ϕY =⇒ FX ≡ FY�� ��6◦ E|X|n < +∞, n ∈ N =⇒

=⇒

�

�

�

�
∃ϕ(k)

X (t) =
∫ +∞

−∞
(iX)keitX dF(x),

EXk =
ϕ(k)(0)
ik

КОНВЕРГЕНЦИJЕ СЛУЧАJНИХ ВЕКТОРА

• У РАСПОДЕЛИ:�



�
	Xn

F−−−→
n→∞

X ⇐⇒ Fn(x) −−−→
n→∞

F(x)

• У ВЕРОВАТНОЋИ:�



�
	Xn

P−−−→
n→∞

X ⇐⇒ P
{
|Xn − X| > ε

}
−−−→
n→∞

0

• СКОРО СИГУРНА:�



�
	Xn

сс−−−→
n→∞

X ⇐⇒ P{Xn −−−→
n→∞

X} = 1

• СРЕДЊЕКВАДРАТНА:�



�
	Xn

ск−−−→
n→∞

X ⇐⇒ E|Xn − X|2 −−−→
n→∞

0

Важи: �
�

�

СС

СК

}
=⇒ P =⇒ F

[СС и СК су независне jедна од друге!]
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НЕJЕДНАКОСТИ

• НЕJЕДНАКОСТ ЧЕБИШЕВА�



�
	P

{
|X| > ε

}
6

E|X|r

εr

[r = 2] =⇒

=⇒ P
{
|X− EX| > ε

}
6

E|X− EX|2

ε2
=

DX
ε2



биномна расподела,

Xk :
(

0 1
1− p p

)
,

Sn
def=

n∑
k=1

Xk,

ESn = np


=⇒

=⇒ P
{∣∣∣Sn

n
− p
∣∣∣ > ε

}
6

p(1− p)
nε2

[Бернулиjева неjеднакост]

• НЕJЕДНАКОСТ КОЛМОГОРОВА�
�

�

P

{
max
16k6n

|Sk| > ε
}

6
ES2

n

ε2

ЗАКОНИ ВЕЛИКИХ БРОJЕВА

• СЛАБИ (ЧЕБИШЕВЉЕВ) ЗАКОН

n∑
k=1

Xk − E
n∑

k=1
Xk

n
P−−−→

n→∞
0


Sn − ESn

n
P−−−→

n→∞
0,

P
{∣∣∣Sn − ESn

n

∣∣∣ > ε

}
−−−→
n→∞

0



• JАКИ (КОЛМОГОРОВЉЕВ) ЗАКОН

n∑
k=1

Xk − E
n∑

k=1
Xk

n
сс−−−→

n→∞
0


Sn − ESn

n
сс−−−→

n→∞
0,

P
{

lim
n→∞

∣∣∣Sn

n
− ESn

n

∣∣∣ = 0
}

= 1



• КРИТЕРИJУМ ЧЕБИШЕВА

X1, . . . , Xn независне СВ,
�� ��∃C DXk 6 C =⇒

=⇒ важи слаби закон

• КРИТЕРИJУМ КОЛМОГОРОВА

X1, . . . , Xn независне СВ,

�
�

�



+∞∑
k=1

DXk

k2 < +∞

�� ��истих расподела и EX < +∞

 =⇒

=⇒ важи jаки закон

• ЦЕНТРАЛНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА

n∑
k=1

Xk − E
n∑

k=1
Xk√

D
n∑

k=1
Xk

F−−−→
n→∞

Z ∼ N(0, 1).

(
Sn − ESn√

DSn

F−−−→
n→∞

Z ∼ N(0, 1)
)

ОСНОВНИ ПОJМОВИ СТАТИСТИКЕ

Популациjа — скуп коjи проучавамо

Узорак — део (подскуп) популациjе

Обележjе — СВ, карактеристика елемента попу-
лациjе; квантитативно и квалитативно (по-
следње jе потребно кодирати у квантитативно)

Прост случаjни узорак — сл. вектор

(X1, . . . , Xn); све Xk су независне и исте распо-
деле као и обележjе X; n — обим узорка

Узорачка средина:�
�
�

Xn

def=
1
n

n∑
k=1

Xk
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Ако jе узорак дат таблично, посматра се реали-
зована узорачка средина:�
�

�

xn

def=
1
n

n∑
k=1

nkxk,

где jе nk броj поjављивања реализованог обележ-
jа xk,

∑
nk = n.

Узорачка дисперзиjа:
Очекивање m jе познато:�
�

�

Ŝ2

n
def=

1
n

n∑
k=1

(Xk −m)2

Очекивање m ниjе познато:�
�

�

S

2
n

def=
1
n

n∑
k=1

(Xk − Xn)2

Реализована узорачка дисперзиjа:
Очекивање m jе познато:�
�

�

ŝ2

n
def=

1
n

n∑
k=1

nk(xk −m)2

Очекивање m ниjе познато:�
�

�

s2

n
def=

1
n

n∑
k=1

nk(xk − xn)2

Поправљена узорачка дисперзиjа:�
�

�

S̃2

n
def=

1
n− 1

n∑
k=1

(Xk − Xn)2

РАСПОДЕЛЕ ОБЕЛЕЖJА

• χ2-РАСПОДЕЛА СА n СТЕПЕНИ СЛОБОДЕ

X1, X2, . . . , Xn ∼ N(0, 1) =⇒
�� ��X2

1 + . . . + X2
n ∼ χ2

n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• СТУДЕНТОВА РАСПОДЕЛА СА n СТЕПЕНИ СЛОБОДЕ

Y ∼ N(0, 1), Z ∼ χ2
k независне =⇒

=⇒

�


�
	X =

Y√
Z/n
∼ tn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• ФИШЕРОВА РАСПОДЕЛА СА n, k СТЕПЕНИ СЛОБОДЕ

Y ∼ χ2
n, Z ∼ χ2

k независне =⇒

�


�
	X =

Y/n

Z/k
∼ Fn,k

За k = 1 се добиjа Кошиjева расподела, f(x) = 1
π(1+t2)

.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• ГАМА-РАСПОДЕЛА

X ∼ Γ(α, λ), α > 0, β > 0, X > 0,

f(x) =
Xα−1 · λα · e−λX

Γ(α)
За α = 1 се добиjа експоненциjална расподела, X ∼ E(λ).

• ГОТОВЕ ФОРМУЛЕ У ВЕЗИ СА РАСПОДЕЛАМА ОБЕ-

ЛЕЖJА�� ��1◦ Xn −m
σ

√
n ∼ N(0, 1);

�� ��2◦ nŜ2
n

σ2 ∼ χ
2
n;

�� ��3◦ nS
2
n

σ2 ∼ χ
2
n−1;�� ��4◦ Xn −m√

S
2
n

√
n− 1 ∼ tn−1.

(Ове формуле jе доказао Фишер.)
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ЗАКОНИ РАСПОДЕЛЕ СЛУЧАJНИХ ВЕЛИЧИНА∗)

Закон расподеле Ознака СВ и ЗР Расподела (густина) Веза између случаjних величина EX DX

Бернулиjев Be(p) pkq1−k, k = 0, 1 Be(p) = Bi(1, p) p pq

Бета B(α,β) Γ(α+β)
Γ(α) Γ(β)x

α−1(1− x)β−1, 0 < x < 1 B(α,β) =
Γ(α, 1)

Γ(α, 1) + Γ(β, 1)
α

α+ β

αβ

(α+ β)2(α+ β+ 1)

Биномни Bi(n, p)
(n

k

)
pkqn−k, k = 0, 1, . . . , n Bi(n, p) =

n∑
k=1

Be(p) np npq

Негативан биномни NB(n, p)
(n+k−1

k

)
pnqk, k = 0, 1, . . . NB(n, p) =

n∑
k=1

IGk(p) (kq)/p (kq)/p2

Гама Γ(α, λ)
λαxα−1

eλxΓ(α)
, x > 0 2λ · Γ(α, λ) = χ2(2α) α/λ α/λ2

Геометриjски Geom(p) p · qk−1, k = 1, 2, . . . Geom(p) = Pas(1, p) 1/p q/p2

Искључиви геометриjски IG(p) p · qk, k = 0, 1, 2, . . . IG(p) = NB(1, p) q/p q/p2

Експоненциjални E(λ) λe−λx, x > 0 E(λ) = Γ(1, λ) 1/λ 1/λ2

Логаритамски нормални LN(m,σ2)
1

xσ
√

2π
e−

(ln x−m)2

2σ2 , x > 0 LN(m,σ2) = expN(m,σ2) em+ σ2
2 e2m+σ2

·
(
eσ2
− 1
)

Нормални N(m,σ2)
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 , −∞ < x <∞ N(m,σ2) = ln LN(m,σ2) m σ2

Паскалов Pas(n, p)
(k−1

n−1

)
pnqk−n, k = n, n + 1, . . . Pas(n, p) =

n∑
k=1

Geomk(p) k/p (kq)/p2

Поасонов Π(λ)
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

n∑
k=1

Π(λk) = Π
( n∑

k=1
λk

)
λ λ

Равномерни (правоугаони)
R(a, b)
U(a, b)

}
1

b− a
, a 6 x 6 b R(a, b) = B(1, 1)

a + b
2

(b− a)2

12

χ2 (Пирсонов) χ2(n)
1

2(n/2)Γ(n/2)
x(n/2)−1e−x/2, x > 0 χ2(n) = Γ(n/2, 1/2) n 2n

∗) Г. А. Соколов, И. М. Гладких: Математическая статистика, Экзамен, Москва, 2004.
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ТАЧКАСТЕ ОЦЕНЕ ПАРАМЕТАРА

Расподела зависи од параметра θ:

f(x, θ); F(x, θ).

Ако се статистиком g(X) оцењуjе параметар θ,
онда се она назива оценом параметра θ и озна-

чава са θ̂ def= g(X).

• НЕПРИСТРАСНОСТ ОЦЕНЕ

Оцена θ̂ jе непристрасна ако jе�



�
	Eθ̂ = θ

(
асимптотски: Eθ̂ −−−−−→

n→+∞
θ
)
.

• ПОСТОJАНОСТ ОЦЕНЕ

Оцена θ̂ jе постоjана ако jе�



�
	θ̂

P−−−−−→
n→+∞

θ
(
P{|θ̂− θ| > ε} −−−−−→

n→+∞
0
)
.

Важи:�
�

�



θ̂ непристрасна
∧ Dθ̂ −−−−−→

n→+∞
0

}
=⇒ θ̂ jе постоjана.

Скоро сигурна постоjаност:�


�
	θ̂

сс−−−−−→
n→+∞

θ.

Средњ еквадратна постоjаност:�


�
	θ̂

ск−−−−−→
n→+∞

θ.

МЕТОД МАКСИМАЛНЕ ВЕРОДОСТОJНОСТИ

Функциjа

L(X, θ) =


n∏

k=1
f(Xk, θ), расп. jе непрекидна,

n∏
k=1

Pθ{X = k}, расп. jе дискретна,

назива се функциjом веродостоjности.
Параметар θ се оцењуjе максимумом функ-

циjе L(X, θ). Ако jе L(X, θ) ∈ D , максимум се

одређуjе преко нуле извода:

θ̂ = θ | L′θ(X, θ) = 0.

xxАко L′θ нема нуле, обично се задаjу границе
СВ X у функциjи од параметра. Тада се вред-
ност θ̂ одређуjе из услова, као вредност параме-
тра θ за коjу он важи, а истовремено jе L(X, θ̂)
максимално. На пример: X ∈ (0, θ), L(X, θ) =
1/θ; θ̂ = max

k
Xk, jер мора бити ∀k Xk ∈ (0, θ̂).
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ИНТЕРВАЛСКЕ ОЦЕНЕ ПАРАМЕТАРА РАСПОДЕЛЕ

• ИНТЕРВАЛИ ПОВЕРЕЊА ЗА НЕПОЗНАТО МАТЕМАТИЧ-

КО ОЧЕКИВАЊЕ (m)

xxПозната jе дисперзиjа (σ2):
Одређуjе се ε из

P{|Xn −m| 6 ε} = β;

важи
Xn −m
σ

√
n ∼ N(0, 1), па се zβ одређуjе из�



�
	P

{∣∣∣Xn −m
σ

√
n
∣∣∣ 6 zβ

}
= β (таблице!), zβ =

ε

σ

√
n.

Интервал поверења jе[
Xn −

zβ√
n
σ, Xn +

zβ√
n
σ
]
.

xxАко jе непозната дисперзиjа, посматра се
СВ:

Xn −m

Sn

√
n− 1 ∼ tn−1.

ИП се налази из услова

P{|X−m| 6 ε} = β

и�

�

�

�
P
{∣∣∣Xn −m

Sn

√
n− 1

∣∣∣ 6 tn−1;β

}
= β (таблице!),

ИП:
[
Xn −

tn−1;1−β√
n− 1

Sn, Xn +
tn−1;1−β√

n− 1
Sn

]
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• ИНТЕРВАЛИ ПОВЕРЕЊА ЗА НЕПОЗНАТУ ВЕРОВАТНО-

ЋУ У БИНОМНОМ ЗАКОНУ

xxНепозната jе вероватноћа p = P(A). Броj
реализациjа догађаjа A у n експеримената има
биномну расподелу, Sn ∼ Bi(n, p). Вероватноћа
се оцењуjе са Xn = Sn/n.
ИП се одређуjе из услова

P{|Xn − p| 6 ε} = β.

Важи
Xn − p√
p(1− p)

√
n ∼ N(0, 1), па jе за zβ =

ε√
p(1− p)

√
n:�
�

�
�

P
{∣∣∣ Xn − p√

p(1− p)

∣∣∣√n 6 zβ

}
= β (таблице!),

ИП: [p1, p2],

где су p1, p2 решења квадратне jедначине

(n + z2
β)p2 − (2nXn + z2

β)p + nX
2
n = 0.

• ИНТЕРВАЛИ ПОВЕРЕЊА ЗА НЕПОЗНАТУ ДИСПЕРЗИJУ

(σ2)

xxПознато jе очекивањ е (m):
nŜ2

n

σ2 ∼ χ
2
n, па се b = χ2

n;β одређуjе из
nŜ2

n

σ2 > b:�

�

�

�
P
{nŜ2

n

σ2 > b
}

= β (таблице!),
[
0,

nŜ2
n

χ2
n;β

]
.

(jеднострани доњи ИП)

Jеднострани горњи ИП се налази из
nŜ2

n

σ2 6 c.

Из таблица налазимо c = χ2
n;1−β:�

�
�

P

{nŜ2
n

σ2 6 c
}

= β, ИП:
[ nŜ2

n

χ2
n;1−β

, +∞
)
.

Двострани ИП се налази из услова b 6
nŜ2

n

σ2 6 c:

P
{nŜ2

n

c
6 σ2 6

nŜ2
n

b

}
= β,

што се замењуjе условима
(
ознаке су: b =

χ2
n; 1+β

2
, c = χ2

n; 1−β
2

)
:�

�

�

�
P
{nŜ2

n

σ2 < b
}

= P
{nŜ2

n

σ2 > c
}

=
1− β

2
(таблице!),

двострани ИП:
[

nŜ2
n

χ2
n; 1−β

2

,
nŜ2

n

χ2
n; 1+β

2

]
.

xxНепознато очекивањ е: користи се S
2
n уместо

Ŝ2
n и b = χ2

n−1;β, c = χ2
n−1;1−β.
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ТЕСТИРАЊЕ ХИПОТЕЗА — ПАРАМЕТАРСКИ ТЕСТОВИ

• ОСНОВНИ ПОJМОВИ

xx Нека расподела обележjа X зависи од непо-
знатог параметра θ. Параметарска хипотеза jе
претпоставка о непознатом параметру расподеле,
а поступак њеног потврђивања или одбацивања
на основу података из узорка jе параметарски
тест. Статистика коjа се користи у том посту-
пку се назива тест-статистика.
xx Хипотеза коjа се тестира се зове нулта хи-
потеза и означава са H0. Алтернативна хи-
потеза, H1, jоj jе супротстављена. Хипотеза jе
проста ако се односи на jедну вредност параме-
тра, коjом jе расподела потпуно одређена, нпр.
Hθ(θ = θ0). У супротном, хипотеза jе сложена.�

�

�

�
xx Грешка прве врсте се чини ако се нулта
хипотеза одбацуjе када jе она тачна, а ако се
она прихвата када jе тачна алтернативна хи-
потеза, чини се грешка друге врсте.

xx Тест jе потпуно одређен критичном облаш-
ћу Wn, као скупом тачака (x1, x2, . . . , xn),
на следећи начин: ако реализовани узо-
рак (x1, x2, . . . , xn) ∈ Wn, одбацуjе се H0, а ако
(x1, x2, . . . , xm) 6∈Wn, прихвата се H0. Дакле, ве-
роватноће грешака прве и друге врсте су:

α = PH0{(X1,X2, . . . ,Xn) ∈Wn},
β = PH1{(X1,X2, . . . ,Xn) 6∈Wn}.

Броj α се зове праг (ниво) значаjности.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• ТЕСТИРАЊЕ ХИПОТЕЗА О МАТЕМАТИЧКОМ ОЧЕКИВА-

ЊУ (m)

xxПозната jе дисперзиjа σ2: обележjе X има
нормалну расподелу N(m,σ2).

Ако jе H0(m = m0) тачна, Z = Xn−m0
σ

√
n има

нормалну расподелу, N(0, 1).�� ��1◦ Одреде се границе критичне области:

PH0{|Xn −m0| > ε} = α = P{|Z| > c}, c =
ε

σ

√
n.

Из таблица се налази c = F−1
(

1−α
2

)
, па ε.

Ако jе |xn −m0| > ε, тj.�� ��xn ∈W =
(
−∞, m0 − ε

]
∪
[
m0 + ε, +∞

)
,

одбацуjе се нулта хипотеза. Иначе се она
прихвата.�� ��2◦ Алтернативно, из таблица за нормалну рас-
поделу се израчуна α∗ (p-вредност) из

PH0

{
|Xn −m0| > |xn −m0|

}
=

= PH0

{ |Xn −m0|
σ

√
n >

|xn −m0|
σ

√
n
}

= α
∗,

и ако jе α∗ < α, хипотеза се одбацуjе.

xxНепозната дисперзиjа σ2: ако jе нулта хи-
потеза H0(m = m0) тачна, статистика T =
Xn−m0

Sn

√
n− 1 има Студентову расподелу tn−1.

Прво се за праг значаjности α одреди кри-
тична област из услова�

�

�

�

P{|Xn −m0| > ε} =

= PH0

{
|Xn −m0|

Sn

√
n− 1 >

ε

Sn

√
n− 1

}
=

= P{|T| > c} = α,

добиjе се c = tn−1;α, а онда се рачуна ε. Ако jе
|xn −m0| > ε, одбацуjе се нулта хипотеза, иначе
се прихвата.

• ТЕСТИРАЊЕ ХИПОТЕЗА О ДИСПЕРЗИJИ (σ2)

xxПознато очекивањ е m: ако jе хипоте-

за H0(σ2 = σ2
0) тачна, статистика nŜ2

n

σ2
0

има рас-

поделу χ2
n.

Област се одређуjе из услова�
�

�

PH0

{nŜ2
n

σ2
0

6 ε1

}
= PH0

{nŜ2
n

σ2
0

> ε2

}
=
α

2
.

Из таблица за расподелу χ2
n, добиjа се ε1 =

χ2
n;1−α

2
, ε2 = χ2

n; α
2
. Ако jе�
�

�



nŝ2
n

σ2
0

6 ε1 или
nŝ2

n

σ2
0

> ε2,

тада се одбацуjе нулта хипотеза, а иначе се при-
хвата.
xxНепознато очекивањ е m: исто као за позна-
то, само што се користи S

2
n уместо Ŝ2

n, и што
тест-статистика има расподелу χ2

n−1.

• ТЕСТИРАЊЕ ХИПОТЕЗА О ВЕРОВАТНОЋИ (p) У БИ-

НОМНОМ ЗАКОНУ РАСПОДЕЛЕ

xx Обележjе X има биномну Bi(1, p) расподелу.
Тестира се хипотеза H0(p = p0). Дефинише се

Z def=
Xn − p0√
p0(1− p0)

√
n.

Ако jе H0 тачна и обим узорка jе > 30, ста-
тистика Z ће имати приближно нормалну нор-
мирану расподелу. Из услова�� ��PH0{|Xn − p0| > ε} = P{|Z| > ε} = α

и таблица за N(0, 1) се налази c, а онда рачуна ε.
Ако jе |xn − p0| > ε, нулта хипотеза се одбацуjе,
а иначе се прихвата.
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НЕПАРАМЕТАРСКИ ТЕСТОВИ — ПИРСОНОВ χ2-ТЕСТ

Нека jе H0
(
F(x) = F0(x)

)
, и нека jе у расподели

обележjа X непознато s параметара, коjи се на
основу узорка оцењуjу ММВ. Скуп {X} се ра-
ставља на r дисjунктних подскупова S1, S2, . . . ,
Sr. Нека jе mj броj елемената из узорка коjи су
у скупу Sj. Броjеви mj су реализоване вредно-
сти СВ Mj ∼

H0

Bi(n, pj), где jе pj = PH0{X ∈ Sj}.

Вероватноће pj се налазе из F0. СВ Mj предста-
вља броj чланова узорка коjи узимаjу вредност
у скупу Sj (j jе параметар за Mj).

У пракси се наjчешће ради са примерима
у коjима су задате фреквенциjе реализованих
вредности узорка, па се узима Mj = nj, pj =
F0(xj).

Тест-статистика jе�
�

�

χ2

U =
r∑

j=1

(Mj − npj)2

npj
.

Ако jе хипотеза H0 тачна, она има приближно
расподелу χ2

r−s−1. Из таблице се добиjа c =
χ2

r−s−1;α, тако да важи�� ��P{χ2
U > c} = α.

Ако jе реализована вредност тест-статистике ве-
ћа од c, нулта хипотеза се одбацуjе, а иначе при-
хвата.
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ТАБЛИЧНИ ПРЕГЛЕД ИНТЕРВАЛСКИХ ОЦЕНА

Тип проблема Тест-статистика Израз за таблично одређивање параметра Резултат

Одређивање параметра θ
Xn − EθXn√

DθXn

= Zθ ∼ N(0, 1) P{|Zθ| 6 zβ} = β
Интервал са границама одређеним

решавањем |Zθ| 6 zβ по θ

Непознато очекивањ е m
Позната дисперзиjа σ2

Xn − m

σ

√
n = Z ∼ N(0, 1) P{|Z| 6 zβ} = β

[
Xn −

zβσ√
n

; Xn +
zβσ√

n

]
Непознато очекивањ е m
Непозната дисперзиjа σ2

Xn − m

Sn

√
n− 1 = T ∼ tn−1 P{|T| 6 tn−1;β} = β

[
Xn −

tn−1;1−βSn√
n−1

; Xn +
tn−1;1−βSn√

n−1

]
Непозната дисперзиjа σ2

Познато очекивање m
nŜ2

n

σ2
= H ∼ χ2

n
P{H > b} = β (д.); P{H > c} = 1− β (г.)
P{H < b} = P{H > c} = 1−β

2 (двос.)

[
0;

nŜ2
n

χ2
n;β

]
;
[

nŜ2
n

χ2
n;1−β

; +∞
)
;
[

nŜ2
n

χ2

n; 1−β
2

;
nŜ2

n
χ2

n; 1+β
2

]
Непозната дисперзиjа σ2

Непознато очекивање m
nS

2
n

σ2
= H ∼ χ2

n−1 — ” —
[
0;

nS2
n

χ2
n−1;β

]
;
[

nS2
n

χ2
n−1;1−β

; +∞
)
;
[

nS2
n

χ2

n−1; 1−β
2

;
nS2

n
χ2

n−1; 1+β
2

]

Разлика очекивања, m1 − m2
Непознате дисперзиjе, σ2

1 = σ2
2

(Xn1−Yn2
)−(m1−m2)√(

n1S
2
n1

+n2S
2
n2

)(
1
n1

+ 1
n2

)√n1 + n2 − 2 = T ∼ tn1+n2−2 P{|T| > c} = 1− β

[
(Xn1 − Yn2 )−

tn1+n2−2;1−β

S
;

(Xn1 − Yn2 ) +
tn1+n2−2;1−β

S

]

Разлика очекивања, m1 − m2
Познате дисперзиjе, σ2

1 , σ
2
2

(Xn1−Yn2
)−(m1−m2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

= Z ∼ N(0, 1) P{|Z| 6 zβ} = β

[
(Xn1 − Yn2 )− zβ

√
σ2

1

n1
+
σ2

2

n2
;

(Xn1 − Yn2 ) + zβ

√
σ2

1

n1
+
σ2

2

n2

]

Непозната вероватноћа p Xn−p√
p(1−p)

√
n ∼ N(0, 1) — ” —

[p1, p2]; p1, p2 решења jедначине

(n + z2
β)p2 − (2nXn + z2

β)p + nX
2
n = 0
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ТАБЛИЧНИ ПРЕГЛЕД ТЕСТОВА ХИПОТЕЗА

Тип проблема Тест-статистика Израз за таблично одређивање параметра Резултат (критична област)

H0(θ = θ0)

Непознато очекивањ е m
Позната дисперзиjа σ2

Xn − m0

σ

√
n = Z ∼

H0

N(0, 1)
PH0
{|Z| > c} = α

(c = Φ−1
( 1−α

2

)
)

xn ∈
(
−∞; m0 − cσ√

n

]
∪
[
m0 + cσ√

n
; +∞

)
=⇒ ��H0

Непознато очекивањ е m
Непозната дисперзиjа σ2

Xn − m0

Sn

√
n− 1 = T ∼

H0

tn−1
PH0
{|T| > c} = α

(c = tn−1;α)
xn ∈

(
−∞; m0 − cSn√

n−1

]
∪
[
m0 + cSn√

n−1
; +∞

)
=⇒ ��H0

Непозната дисперзиjа σ2

Познато очекивање m
nŜ2

n

σ2
0

= H ∼
H0

χ2
n PH0

{H 6 ε1} = PH0
{H > ε2} = α

2 H ∈ (−∞; ε1] ∪ [ε2; +∞) =⇒ ��H0

Непозната дисперзиjа σ2

Непознато очекивање m
nS

2
n

σ2
0

= H ∼
H0

χ2
n−1 — ” — — ” —

Jеднакост очекивањ а
Непознате дисперзиjе σ2

1 = σ2
2

Xn1 − Yn2√
(n1S

2
n1

+ n2S
2
n2

)
( 1

n1
+ 1

n2

)√n1 + n2 − 2 = T ∼
H0

tn1+n2−2 PH0
{|T| > c} = α T ∈ (−∞; −|c|] ∪ [|c|; +∞) =⇒ ��H0

Jеднакост очекивањ а
Познате дисперзиjе σ2

1 , σ
2
2

Xn1 − Yn2√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

= Z ∼
H0

N(0, 1) PH0
{|Z| > c} = α Z ∈ (−∞; −|c|] ∪ [|c|; +∞) =⇒ ��H0

Jеднакост дисперзиjа
Позната очекивања m1, m2

Ŝ2
n1

/σ2
1

Ŝ2
n2

/σ2
2

=
Ŝ2

n1

Ŝ2
n2

= F ∼
H0

Fn1,n2

PH0
{F 6 c1} = PH0

{F > c2} = α
2

(c1 = Fn1,n2;
α
2
; c2 = Fn1,n2;1−α

2
)

F ∈ (0; c1] ∪ [c2; +∞) =⇒ ��H0

Jеднакост дисперзиjа
Непозната очекивања m1, m2

S
2
n1

/σ2
1

S
2
n2

/σ2
2

=
S

2
n1

S
2
n2

= F ∼
H0

Fn1−1,n2−1

PH0
{F 6 c1} = PH0

{F > c2} = α
2

(c1 = Fn1−1,n2−1; α
2
; c2 = Fn1−1,n2−1;1−α

2
)

— ” —

Непозната вероватноћа p
Xn − p0√
p0(1− p0)

√
n = Z ∼

H0

N(0, 1) PH0
{|Z| > c} = α Z ∈ (−∞; −|c|] ∪ [|c|; +∞) =⇒ ��H0
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